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Epreuve de mathématiques II
Correction

Partie |
Etude de quelques propriétés de I'application trace

1. (@) VA,Be E,VAe R, onatr(A+ AB) = tr(A) + Atr(B), donc l'application tr est linéaire.

n
(b) Posons A = (aij)lgmgn, B = (biJ')lSZ}an etC =AB = (Cij)lgi,jgn avec ¢;; = Z aikbkj. On a
k=1

tr(AB) = icii = i i aikbki = iibklalk = tr(BA).
i=1

i=1 k=1 k=1 i=1
D’autre part, il est clair que tr(A) = tr(A), donc tr(AB) = tr ((AB)) = tr (B'A) = tr(AB).
D’ou I’égalité demandée.
(c) tr est une forme linéaire non nulle puisque tr(f,) = n # 0, donc ker(tr) est un hyperplan de
E,dou:
dimkertr = dimE — 1 = n? — 1.

(d) I, ¢ ker(tr), donc ker(tr) et Vect(,,) sont deux sous-espaces supplémentaires de E, d’oi :
E = ker(tr) & Vect(I,,).

(e) Les matrices élémentaires E;; avec i # j sont toutes éléments de ker(tr) et par combinaison
linéaire la matrice

010 ...0
0 01 0
M= ¢
000 ... 1
100 ...0

appartient a ker(tr). M est inversible, car par exemple égale a la matrice de passage de la base
canonique (e, €2, ..., e,) de R™ ala base (ep, €1, ..., en—1).

2. (a) Ilestclair que ¢ est un endomorphisme de E, de plus si (M) = 0, alors M = — tr(M)I, donc
mi; = 0 pour i # j et Vi,m;; = —tr(M), d’ott tr(M) = —ntr(M) ou encore tr(M) = 0 = my;
et ceci pour tout <.

Finalement M = 0 et par conséquent ¢ est endomorphisme injectif, donc est un automor-
phisme de E.

(b) i p(M) = M si, et seulement si, tr(M) = 0, donc E;(yp) = ker(tr).

.. . . tr M
ii. (M) = (n+1)M si, et seulement si, tr(M)I, = nM ou encore M = I, doncm;; =0
n
o, tr M . . s
pour % j et my; = ——, donc nécessairement mi; = Moo = ... = Mpyy pour tout 2. D’ou

M = X\, avec A € R. ]IT)Lonc En11(p) C Vect(I,,). L'inclusion réciproque est évidente. D’oix
En+1(p) = Vect(I,).

iii. D’apres les deux questions précédentes 1 et n + 1 sont des valeurs propres de ¢ dont
les sous-espaces propres sont E1 () et E,,11(¢) et comme E;(p) = ker(tr) et E,11(p) =
Vect(I,,), alors les sous-espaces propres sont supplémentaires ( la question 1. d) de la
partie I), donc ¢ est diagonalisable.
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3. (a) Pourtout M € E,ona:
V2(M) = (M) +tr(M)ap(J) = MA+tr(M)J+tr(M)J+tr(M) tr(J)J = (M) +tr(M)J = 2(M)—M,

donc X2 — 2X + 1 est un polyndme annulateur de .

(b) Puisque ¢ # Idg, le polyndme annulateur X2 — 2X + 1 = (X — 1)? est le polyndme minimal
de 7. Donc 1 est 'unique valeur propre de 1.

(c) C’est un résultat du cours : le polyndme minimal de 1) admet une racine double, donc ) n’est
pas diagonalisable.

Partie 11
Un premier résultat préliminaire

1. Il estclair que v est linéaire, de plus si z € F} tel que v(x) = 0, alors u(xz) = 0, doncz € kerun Fy =
{0}, donc z = 0. D’autre part dim F; = dim I'm(u), donc v est un isomorphisme.

2. (a) Puisque v est un isomorphisme la famille (1, ...,&,) est une base de Im(u). D’apres le théo-
reme de la base incompleéte, il existe des vecteurs (¢,41, ..., £y, ) telle que la famille (&1, ..., &, €p41, .o, Em)
soit une base de G.

(b) Relativement aux bases précédentes, la matrice de u est de la forme :

Matp c(u) = <IO 8)

3. Notons u I'endomorphisme canoniquement associé a M. D’apres ce qui précéde il existe une base
B de R? et une base C de R™ telles que

Matp,c(u) = (IO 8)

Désignons par S la matrice de passage de la base canonique de R? a la base B et 7' la matrice de

passage de la base canonique de R™ a la base C, alors S et T sont inversibles et on a la formule de
changement de bases M = SMatp ¢(u)T ' = SJpp, T

’ 0
oSi0<r=m<p, Jnpr= (Ir 0).
oSi0<r=p=m, Jnp, =1

4. oSiO<r=p<m,Jmp, = <IT>.

Partie 111
Un deuxieme résultat préliminaire

S S
1. Soit A1, Ag, ..., A, des scalaires réels tels que Z Ail; = 0,doncVj € [1,s], 0 = Z Nili (1) = Aj,
i=1 i=1
donc la famille (I}, 13, ..., I¥) est libre.

2. Par linéarité, Vk € [1,s], lx(z (Z zjl ) = ijl}f;(lj) = Tj.
=1
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S
3. Soit [ une forme linéaire et z = Z z;l; un élémentde L.On a:
i=1

l(z) = ;xil(lz‘) = Zl L (@)l(l;) = 20@15(@

en posant o; = [(l;). Nous voyons donc que les s formes linéaires I7,[3, ..., [} engendrent L* et
comme elles sont libres, ces formes linéaires décrivent une base de L*.

4. D’apres ce qui précede, L* = Vect(l},15,...,1%), d’ou dim L* = s = dim L.

Partie IV
Une caractérisation d’une forme linéaire sur E

1. L’application ¢ 4 est clairement linéaire, c’est une conséquence de la linéarité de I’application trace..
(a) Soient Aet Bde Eet A € R.Pourtout M € E,ona:

N>

h(A + AB)(M) = tr((A + AB)M) = tr(AM) + A tr(BM) = h(A)(M) + Mh(B)(M).

Donc h est bien linéaire.
(b) i. On vérifie facilement que ¢4 (E;;) = aj;.

ii. Si h(A) = 0, alors, en particulier ¢4(E;j) = aj; = 0 et ceci pour tout (7, ), donc A = 0 et
par conséquent h est injective.

(c) Les espaces ., (R) et #,(R)* sont de méme dimension finie. Donc l'injectivité de h est équi-
valente a la bijectivité.

Partie V
Tout hyperplan de E contient au moins une matrice
inversible

1. Soit ¢ une forme linéaire non nulle telle que H = ker . Il suffit donc de montrer que les deux sous-
espaces H et Vect(A) sont supplémentaires puisque la somme des dimensions est égale celle de E.
Soit M € H NVect(A), alors il existe A € R tel que M = AA et o(M) = 0. Dot p(AA) = A\p(A4) =0,
comme ¢p(A) # 0, donc A = 0 et par conséquent M = 0.

2. Il existe une matrice B telle que pour toute matrice M, on ait ¢(M) = tr(BM) = ¢p(M) ( d’apres
la question 2.c) de la partie IV ). Donc H = ker ¢ = ker(¢p).

3. (a) P estinversible, c’est la matrice de passage de la base canonique (e, eg, ..., ,,) de R™ a la base
(627 €3,...,€En, 61).
(b) On vérifie facilement que tr(R,P;) = 0 ( R, P a sa diagonale nulle ).

4. Bestéquivalente a R, : PB(Q = R,, ou P et () sont inversibles. On a donc, pour toute matrice M,
tr(BM) = tr(P"'R,Q™'M) = tr(R,QMP).

Si on trouve Y inversible telle que tr(R,Y") soit de trace nulle, on a gagné (on pose M = Q1Y P~}
qui reste a la fois dans GL,(R) et dans I'hyperplan H ). Pour cela, on peut par exemple poser
Y = Py
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Partie VI
Tout hyperplan de E contient au moins une matrice
orthogonale

1. (a) Posons C' = tAB = (Q’j)lgi,jgn avec ¢;; = Zakibk]‘. D’ou (A‘B) = tr(tAB) = Zcii =

k=1 i=1
n o n
E E akibkj.

i=1 k=1
(b) Soit H un hyperplan de E, donc il existe une matrice B telle que H = ker(¢p), donc il suffit
de prendre Y = ‘B.

(c) On peut vérifier facilement que VP, P» € EetVA € R, ona:
ON(APL + Py) = NN (P1) + On(P2),
et
On(P1P2) = ON(P1)ON(P2),
de plus
On(I,) ='NI,N = I,.
Enfin, O (P) = 'NPN = 0 si, et seulement si, P = 0, car N est inversible.
En conclusion, 0 est un automorphisme d’algebres.
(d) On a, pour tout P € E, On, o 0n,(P) = Oy, ('N2PN3) = Ny (‘NaPN2) Ny = (N2 N1) P(NaNy) =
On,n, (P) donc On, o On, = On,n,. En particulier, Oy, o Oy, = Oy, v, = 01, = Idg, donc
(On,) ! = Ouy,.
2. Soit P une matrice orthogonale. On a :
On(P)~" = (NPN)™
= 'NP7'N
= 'N'PN
= (On(P))
et donc Oy (P) est orthogonale. De plus 0y (P) = P’ est équivalent a 6«5 (P’) = P, il en résulte que
O est une bijection de &), sur lui-méme .
3. Soit P une matrice symétrique. On a:
On(P)) = ''NPN)
‘N'PN
‘NPN
= On(P)
et donc O (P) est symétrique. De plus Oy (P) = P’ est équivalent a 6« (P') = P, il en résulte que
O est une bijection de .}, sur lui-méme .
4. Ona

On(Y)On(P)) = tr(('NYN)('NPN))
= tr('N'Y N'NPN)
= tr('N'Y PN)

tr(*Y P)

(Y|P)
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Donc (On(Y)|0n(P)) = 0 si, et seulement si, (Y|P) = 0, c’est-a-dire P € 4 si, et seulement si,
ON(P) € Hy(v)-

5. (a) Soit M € 0, N .,. Puisque M est symétrique, on a les égalités :
(Y[M) = (YI'M) = (Y|M)

1
Dong, si M € %, les produits scalaires (Y | M) et (Y| M) sont nuls. Il en résulte que (2 (Y +)| M > =
0, on en déduit que M € J45,.
1
Réciproquement, si M € 7%, alors <2(Y + )| M ) = 0, donc

(Y|M) = —(Y|M)
et puisque M est symétrique,
(Y|M) = —(Y|'M)

ou encore
(Y[M) = —(Y[M).

On en déduit que (Y|M) =0, et que M € 4.
On conclusion, on a I’égalité :

On NS00\ Sy = O 0. O S,

b) La matrice Y, étant symétrique réelle, donc elle est diagonalisable dans une base orthonormée
y q &
( théoreme spectral ), autrement dit il existe une matrice orthogonale U telle que UY,U =
0u (Ys) = Y’ soit diagonale.

(c) Il est clair que @ est orthogonale et symétrique, de plus (Q|Y’) = Z Z(Q)ij(Y’ )ij = 0 (les
i=1 j=1
deux diagonales de @ et de Y’ ne se coupent pas, car n est pair ), donc

Q€ 6,050 A
(d) Ona @ € 0, N, N Ay, (v,), donc
0= (UY.U1Q) = (VIUQ)
et par conséquent UQU € 0,,N.%, N, = O,N.S, NI, Cest-a-dire 0y, (Q) € O,N.S, N .

(e) La matrice 8 (Q) répond a la question.

(a) Soit f 'endomorphisme canoniquement associé a Y ( Y donc la matrice de f dans la base
canonique de R™ ). Dong, si U est une matrice orthogonale, 6;7(Y') est la matrice de f dans une
autre base orthonormée. Donc pour trouver une telle matrice U il suffit de faire un change-
ment des éléments de la base en permutant les vecteurs de la base de tel manieére a avoir

|di1 < |da2| < ... < |dpnl

(b) Sid, = 0, alors tous les éléments diagonaux de U sont nuls, dans ce cas on peut prendre la
matrice ,, qui est orthogonale.

(c) i Ona
tpr0 P 0
t _ _
papa_<0 tAa)(o Aa)_zn.

Donc P, est orthogonale.
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ii.

ii.

iv.

Vi.

Vii.

2p—1
(PalD) = Z (—1)*erdyr + (capdap.2p + €2p+1dopi1,2p41) COS
k=1
+(e2pr1dapr1,2p — €2pdap 2p+1) Sin o
2p—1
= > (=D ldil + (Idop2p| + |dops1,2p41]) cos
k=1
+(e2p1dopt1,2p — E2pdap2p+1) Sina

Il suffit donc de prendre a = |dap 2p| + |d2p+1,2p+1] > 0, b = c2pr1dopti1,2p — €2pdop 2pt1 €t
2p—1

c=> (=1)"|dpx|-
k=1
c
Si |c| < a, alors nécessairement |c| < va? + b2, et donc I’équation sin (o + 3) = ———
2 d <V q (+8) = =
en o admet des solutions dans R.

Montrons la propriété par récurrence sur p. Pour p = 1, I'inégalité devient
ay < az + ag

ce qui est bien vérifie, car (a, ), est positive et croissante. Supposons la propriété vraie a
I'ordre p. Alors

2p+1 2p—1
Z(—l)k_lak = Z(—l)k_lak — Q2p T A2p41
k=1 k=1

G2p + A2p+1 — A2p + G2pt1

2a2p11

VAN VAN VAN

G2p+2 + A2p+3

donc I'inégalité est vraie a 1’ordre p + 1. Elle est donc vraie pour tout p € N*.
D’apreés la question iii.

2p—1

el = > (=1)¥|dii| < |dapap| + ld2p1,2p11] = |l
k=1

donc la condition d’existence de o est assurée. D’ou (P,,|D) = 0.
Ona P,, € 0, N #p, etcomme D = 0y;(Y'), alors Oy (Po,) € Op NG .

Si det(0yy(P,,)) = —1, alors det(—0y;(Pa,)) = 1 ( n est impair ), et donc une des deux
matrices 0y (Py,)) ou 0y (Pa,)) est dans 745 et positive.
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